Losungshinweise zu Fourier-Reihen SS 06

(Prof. Clemen, Prof. Hollmann, Prof. Weif5, Prof. Zacherl)

Aufgabe 1

a)

b)

Taylor-Reihe:
Die Funktion f(x) muss im Punkt x, beliebig oft differenzierbar sein.

Die Folge der Restglieder muss eine Nullfolge sein.

Fourier-Reihe:
Die Funktion f(x) muss periodisch sein. f(x) darfim Intervall [-L, L) nur endlich viele

Sprungstellen haben und an jeder Sprungstelle muss die rechtsseitige und linksseitige
Ableitung existieren.

Der Grenzwert a einer Folge (a, )nE y 1st folgendermaflen definiert:

<g furalle n>N.

Zujedem & >0 gibtesein N, so dass

Mit anderen Worten:

Ab einem bestimmten N weichen alle Folgenglieder beliebig wenig von dem Grenzwert
a ab.

Oder:

Es liegen fast alle (d.h. alle bis auf endlich viele) innerhalb einer

frei vorgebbaren ¢ -Umgebung des Grenzwertes.

Aufgabe 2

Auf Skizzen wird an dieser Stelle verzichtet.

A
ao = —Z
A . krm
a, =——sin—
kr 4
b, :i cosk—”—l
kx 4
Und damit

A 0

f(@) —a—°+z ak coswkt + b, sina)kt)——£+
2 5 8 =

—lsmk—cosa)kt+1 cosk—ﬁ—l sin wkt
k 4 k 4

a, = _ﬂki fiir k ungerade und a, =0 fiir k gerade.



Es folgt

['e]

S @ =a7°+i(ak coskt +b, sinkt):%Jrz
k=1

_ 1)kl
—zzcos(2k -1t + =D sin kt
o\ r(2k-1) k

c) Die Funktion f(¢) ist ungerade. Damit verschwinden alle a, Mit der 27 -Periodizitét

ergibt sich
4 4 . 4

b, = sm( ) also ist b, =0 fir k gerade, b, =—— firkmod4=1und b, =——

ik’ 7k 7k
firk mod 4 = 3.
Es folgt

sinf _sin3t sin5  sin 7t 4 & s1n 2k + 1)

=— + e | = — = 7

J0= [ 3 5% 7° j nkzz;‘ (2k +1)°

Aufgabe 3

a) Auf die Skizze wird an dieser Stelle verzichtet.

b) Die Funktion f(¢) ist ungerade und alternierend.

¢) Da die Funktion ungerade ist verschwinden alle a, . Da f(¢) alternierend ist, gilt b,, =0

fiir alle / € N. Es sind also nur noch die Koeffizienten b mit ungeradem Index zu
berechnen.

b, = %T_ij(t) sin(ket )t

T T
—-a —+a
a

> B T—a
- % J é ¢ sin(keot )dt + j sin(kar )dr + Tf - ;[: - g) sin(kar )dr + Tj sin(keot )dt
- Sta

Nun berechnet man:

— j ~tsin(keot )dt = 22 (sin(ka)a) -a cos(ka)a))
T koa ko

T

2—a
% I sin(keot )dt = %ki cos(kawa)
@

a



T

5+a . ‘

2 J‘ _ 1(, _ Tj sin(kat )dt = Zz(sm(ka)a) s cos(ka)a)J , da k ungerade ist.
a 2 T kwa ko

—a

2

T-a
% j sin(keot )dt = %ki cos(keaa)
()

—+a
2
so dass man insgesamt

. = 2 4 [sin(ka)a) —a cos(ka)a)j + zicos(ka)a) = i—sin(ka)a)
T kwa ko T ko kr  koa

mit k=2/+1 und w= 27” erhalt.

d) Auf die Skizze wird an dieser Stelle wieder verzichtet.
e) Zu berechnen ist
.4 (sin(ka)a)j 4
lim—| ——— |=—

a0 kg kwa krm

f) Auf die Skizze wird an dieser Stelle wieder verzichtet.

A (k ) 4 4T - sm{k 2;2} 2 T 8
= sinlkwa) 4 = - sin(—j. Damit ist b, = (— l)k 5
“kr koa  kr 24T () \ 2 (7k)

fiir k ungerade und b, =0 fiir k gerade und

8 o0
f(t) = ?; 2 s1n[(2k +Dot]

Aufgabe 4 (*)

Ist aeZ, soist f(x)= sin(ax) auch schon die Fourier-Reihe von f(x). Es sei alsoa ¢Z:

2z
a, = % ‘!sin(ax)cos(kx)dx = alg(z(;—s_(z];a))
1 27 ‘ . k . 2
b, = p Ism(ax)sm(kx)d = %

0

Damit findet man fiir die Fourier-Reihe S(x):
1 cos 2a7r ksm 2a7z

S(x)_ 7ZZ1(1 005272'61 T—kZT ﬂklmsnl



Untersuchung an der Stelle x=0:

sin(ax) ist fiir @ ¢ Z nicht 27 -periodisch. Die Funktion ist an der Stelle x = 0 unstetig.

Mit £(0)=0 und f(27)=sin(27m) folgt S(0)=%sin(27ra)

Aufgabe 5

Auf Skizzen wird verzichtet.
a) Es fehlt der Gleichanteil.

b) f(x) ist gerade. Damit verschwinden alle b, identisch und es diirfen nur cos-Terme

auftauchen.
¢) Der Gleichanteil ist 7.

d) Die Funktion ist punktsymmetrisch. Damit verschwinden alle a, identisch und es diirfen

nur sin-Terme auftauchen.

Aufgabe 6

T

2% 2% 2
a, =—|f(t)dt =—|sinotdt = —
o=7lroa=7] -
r
2 2% . 1 [1-cos(l+k)r 1-cos(l—k)z
a, =—| f(¢)cos\kawt )dt = — | sin(wt) cos\kawt )dt = — +
. T{f() (keot) T! () cos(kar) Tw[ o .
Fir & ungerade folgt a, =0.
Ist £ gerade und & # 1, so berechnet man a, =L(L+L]=£;
2r\1+k 1-k) =z (k+D)(1-k)

Fir £ =1 findet man q, =0.

Fir k£ #1 ist

sin(ar )sin(kat )dt = 0

O 10 | N

20 2
b=— ! £ @) sin(keot )dt = =

und b, =1.



Aufgabe 7

a) Zu bestimmen sind die komplexen Fourierkoeffizienten c, :

17 A 0 _ 7 A __—(-jk)x (k)
Cp = —If(x)e’fk‘“xdx = LJ‘e)‘e’-”“dx +Lje’xe’-”“dx S —+ I-e .
T 277 2y, 1-jk 1+ jk

27

_1+(- 1)“e
r(1+k?)

Damit ergibt sich die Fourierreihe zu

+o0 _ k+l -7
se= L3 HEDTE

/o — 1+ k?

b) Hier findet man

1 ka1 (4 jkr) 1Y
= _J.f(x)e_jkwdx = —J. e Mdx +lje_xe_J’“d I-e + I-e = 1) 62 : !
2 29 1— jkr 1+ jkr l+k°m

-1

und die Fourierreihe berechnet sich zu

sey= 3, Ce e

= 1+ kst

Aufgabe 8

a) Auf eine Skizze sei an dieser Stelle verzichtet.

t i r . (-jkz)2 _ =2 jkmr 2 . 2
b) ¢ = %If(x)e”kwdx - %f(e’ — e dt = g{e 4 1} = 9{ e 1 | Jjkr(l-e )}
0 0

2| 1-jkrz Jkr 201+ k*2*  1+k’x?

e’ —1

c) a, =2Re(c c 4~
) @ (€)= 1+ k*7?

kr(e* —1)
b, =-2Im(c,)=C———=
g ©) 1+ k*7?

d) Das Amplitudenspektrum berechnet man zu:

P :[Cz(kﬂ) (€* —1)% + (e —1)2j2 C@ =1 e

(+k27%)? (1+k>7%)?

Auf eine Skizze sei an dieser Stelle noch einmal verzichtet.



