Loésung: Potenzreihen SS08
Prof. Dr. Hollmann, Prof. Dr. Weifs, Prof. Dr. Zacherl
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Aufgabe 1:
Bestimmen Sie den Konvergenzradius der folgenden Potenzreihen in x:
1
a) r= lim = lim nt ‘:1
n—00 | Up41 n—oo n
b) r = lim = lim Vn® 3" =3
n—oo o ‘an‘ n—00
. Qn .o 1n+2 1
c) r= lim = lim — = —
n—00 | Qpy1 n—oo2 n+3 2
d) r=lim |2 | = 1 b I ! : fi {Z{ - i beC
r= lim = lim |——5| = lim —5—= =4 oo fiir ;
=00 |apq1 | n—oo |pFED® | T n—oo [t 0 b > 1
1 1 1 1
sin - cos =
e) r= lim | — Yim — zlim?—":li n? =1
n—0o0 | p41 n—oo |sin ooy n—o0 CEsyel COS 777 n— D)2
Aufgabe 2:
a) Entwicklung von f(z) = 2% um g = —2 bis zur 6. Ordnung liefert

p(z) = =32+ 80(z + 2) — 80(x + 2)* +40(x + 2)* — 10(x + 2)* + (z + 2)°.

s
b) Zur Potenzreihenentwicklung des cosz um zg = 5 bis 7 = 6 kann man die Potenzreihen-

entwicklung des Sinus nutzen:

0 x2n+1
inx = B Y
S n§:30< Vet

cosxz—sin(x—%)z—(x—%)—i— (x_%)?’_ (x_%)5+...

Aufgabe 3:

1
a) Die Entwicklungen von In(1 + z) und T2 werden genutzt:
x

In(1+ z) 2?2 23 a2t 9 3 4

i S/ 42 42 4} (1= _

T (x 2+3+4+ ( T+ x4+ x" + )
= x 23: + 63: 1296 +

b) Hier entwickelt man zunéchst die logarithmierte Funktion
I+ 1 14z 2!
nlfle) =ty e =5 ;O%H

1+
1—=x

Es folgt

1 1
:1—|—x+§x2+§x3
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Aufgabe 4:
1
a) r= lim — lim wzl
n—00 | Qpy1 n—00 n(n+2)

Um festzustellen, um welche Funktion es sich handelt, fithrt man eine Partialbruchentwick-
lung durch und findet

n=1 = =
1 o= z" 1 I 2 1 11
Es gilt = — =—=In(1— d —- =—h(l-2)———-
CER 4y i —o) wd 53 S =gahl-0) -5 -G
also insgesamt
[e.e]
1 1 1 1
=——1In(1 - —In(l—2)— ——-
Z:: g~ - tgphl-o - -1
b) Hier ist der Konvergenzradius
-1 2
r= lim = lim (n—1in+2) =1
n—00 | Ap41 Nn—00 n(n + 1)

Man zerlegt die Reihe in kleinere Bestandteile:

" T

o0
n—1 2
= — —In(1 — 2 fir 0< <1
nZ::ln—l—l Zaz Zn—l—l 1—:17+xn( )+ e \x!

¢) Der Konvergenzradius berechnet sich erneut zu 1. Man findet mit Integration

n

= X 1 > $n+2 111 3
) nn+ (n+2) p;:%n(n—l- Dnt2) 2 [5(1 —)?In(1 —z) — Za _:E)ﬂ

n=1

Aufgabe 5:

a) Man zerlegt die Funktion mit Partailbruchzerlegung in kleiner Bestandteile:

i@y 11 21 11 201y 1
2?4 rx—-2 3z—-1 3z+2  3l-z 3\ 2)(-%)-1
1 = 1 — [ T\"
Bsgilt: ——— =Y a" und  ———x = > (-7)
R ;::ox EREN Y z_: 2

Damit folgt ———— = —= ny _1n<_>
amit folg T 3nzz;)a: —1—3;( ) 5

Die Funktion

wird fiir z € (—1,1) durch die Potenzreihe dargestellt. Die Funktion
x J—

2 fiir € (—2,2). Die Konvergenzbereiche iiberlappen sich fiir z € (—1,1).
x

Damit wird die Funktion f(x) =
Reihen dargestellt.

— % in dem Intervall (—1,1) durch die Summe der
24z —2
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5— 2z 1 1 1 1 1 1 Tex/z\" 1< /z\7
I = TR 6T i3 w2 31 +§1—§:§n§<§> +§Z(§)

wIg

1
Hier wird die Funktion 3 fiir x € (-3, 3) durch die Potenzreihe dargestellt, die Funktion

T —
1
5 fiir € (—2,2). Die Konvergenzbereiche iiberlappen sich fiir z € (-2, 2).
T —
5—2
Damit wird die Funktion f(z) = ﬁ in dem Intervall (—2,2) durch die Summe
x? —bx
der Reihen dargestellt.
Aufgabe 6:
2n+1
a) r= lim = lim =2
n—00 | Ap+1 n—o00
D.h. der Konvergenzbereich ist das Innere des Kreises mit Mittelpunkt z = 1 und Radius
2.
3n+1 9
b) r= lim I | = lim 3" (n+2) =3
n—oo |dpy1| n—oo| 3%(n+1)
D.h. der Konvergenzbereich ist das Innere des Kreises mit Mittelpunkt z = 1 und Radius
3.
Aufgabe 7:
3 4)9n+1
a) r=lim |- | = lim (3n +4) ‘:

n—0o|apq1| n—oo|27[3(n + 1) + 4]
Die Potenzreihe konvergiert fiir die reellen Werte —v/3 < z < /3.
1 n+1
b) r= lim I | = lim nin + 1)3
o | anir |~ 02 320+ D(n +9)
Die Potenzreihe konvergiert fiir die reellen Werte —\/g <z < \/g

1 2
¢) r= lim = lim w
n—00 | Ap41 n—o00 n(n + 1)

-3

an,

Die Potenzreihe konvergiert fiir die reellen Werte —0.5 < z < 1.5.

Aufgabe 8:
©  n
x
L N
a) e —Z o
n=0
0 72n
_ _ n
cos(x )—nZ:;)( 1) )l
2 3 4 4 2 .3
zv z° 11
cos(z?)e® = <1+$+:§—'+:§—'+i—'+”‘>'<1—%4‘"') = Lot o+ et et
Also

2 3 2 .3 .4
o0 T T 11 4 ¢ x® ozt 11 4
. — 4o+ ) dp = T Py
/cos(m)e da /( T 6 24" ) TG o1 120"
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b) ﬁ:Zsinnw:1+sinx+sin2w+sin3x+sin4w+-~
—sinz
=0
o0 2n+1 3
x x

: — —1)" S T
sinz HZ::O( )(2n+1)! x 3!+

Damit folgt

1 a3 23 2 23\ 23\ 4
- 1 _ _ _ _
I —snz +<a: 6>+<a: 6) +<a: 6>+<x 6) +
5

= 14+ +223+.-.

6
Also 1 1 1 )
T  dr=x— 4 St
/1—Sin:n S R T
Aufgabe 9:
22 gt 46
1 o = )
a) lim%:lim A 5 6! 3 ==
rz—0 xr4et z—0 9 1 €T €T 2
xre - +$+E+§+"'
3 DTy
b) lim " iy 3t Ot —4
=0 (1 —cosz)?  2—0 x
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