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Aufgabe 1

Durch Trennung der Variablen erhilt man das Ergebnis y-e’” = Ce™ .

Aufgabe 2

a) Integration nach Trennung der Variablen liefert y(x) = —% (4 +x° )_4 + %

b) Mit dem Anfangswert berechnet man C =4".

Aufgabe 3

Zunichst findet man mit Trennung der Variablen und einer partiellen Integration

1
xcosx—sinx+C

y(x)=

Einsetzen des Anfangswertes liefert C = 3.

Aufgabe 4

a) Trennung der Variablen fiihrt zu y(x) =— ln(C —sin x).)
b) Mit dem Anfangswert bestimmt man C =1.

¢) Die Losung ist nicht definiert fiir sin x = C.

Aufgabe 5

Die Substitution u =2 fiihrt zu der Differenzialgleichung % = l(1 —u)’.
x x X

Mit Trennung der Variablen und Riicksubstitution findet man y(x) zx(l - IH;CJ .
n|x| +

Aufgabe 6

Es handelt sich um eine lineare Differenzialgleichung mit konstanten Koeffizienten. Man 16st
zuerst die homogene Differenzialgleichung.



Das charakteristische Polynom ist A* + A + l

Damit ist A = —% doppelte Nullstelle der charakteristischen Gleichung und die homogene

Losung ergibt sich zu
1 1

v, (%) =Cle_5x + sze_gx .

Eine spezielle Losung der inhomogenen Differenzialgleichung erhélt man mit der Methode

,,Variation der Konstanten®.
1

Das heilit, der Ansatz y,(x) = C, (x)e_Ex fiihrt auf eine Differenzialgleichung zweiter
Ordnung fiir C,(x):

1
C'"=—.
1 X2

Nach Losen dieser Differenzialgleichung hat man die spezielle Losung
1

y,(x) =—Inx-e?

errechnet und die allgemeine Losung ist
1 1 1

y(x)= Cle_gx + Cze_gx —Inx-e?.

Aufgabe 7

Es handelt sich um eine lineare Differenzialgleichung 2. Ordnung. Die Koeffizienten sind
nicht konstant.

Zunichst berechnet man die Losung y, (x) der homogenen Differenzialgleichung
—6x°y+4x’y'-x*y"'=0,
indem man den Ansatz y(x) = x" einsetzt. Man erhilt die quadratische Gleichung
m* —5m+6=0.
Die Gleichung hat die Losungen m, =2 und m, =3.
Somitist y,(x)=C,x* +C,x".
Die spezielle Losung berechnet man mit dem Ansatz y,(x) = C, (x)x* :

(=-m
Vr 12x  20x°

Die Gesamtlosung ist damit



1 1
12x  20x%°

Aufgabe 8

Trennung der Variablen fiihrt zu der Losung  y(x) = C(1+ x). D.h. bei der Losungsschar

handelt es sich um Geraden mit der Steigung und dem Achsenabschnitt C.
Ist y'= f(x,y) die Differenzialgleichung, so lautet die Differenzialgleichung fiir die

orthogonale Kurvenschar
1

Cfay)

'

y:

Hier findet man fiir die orthogonale Kurvenschar die Gleichung

_1+x
y

1

y:

Die Losungsschar lésst sich folgendermaflen schreiben:
Y +(x+1)’ =K.

Es handelt sich also um Kreise mit Mittelpunkt (-1,0).

Aufgabe 9

Die Gesamtlosung dieser linearen Differenzialgleichung 1. Ordnung ergibt sich als Summe
der homogenen Lésung y, (x) und einer speziellen Losung y, (x) .

Fiir die homogene Losung findet man

(%) =_£_
X

Die spezielle Losung erhdlt man mit Variation der Konstanten aus dem Ansatz

v, =-8

Die Diftferenzialgleichung fiir C(x):
C'=-2Inx
liefert die spezielle Losung

y,(x)=2Inx-2,



so dass die Gesamtlosung
y(x) = —£+ 2lnx -2
X

ist.

Die Bedingung y'(1) = —1 wird von der Integrationskonstante C = -3 erfiillt.

Aufgabe 10

Die homogene Losung y, (x) der Differentialgleichung 1. Ordnung ist

y0=5.
X

fiir die spezielle Losung der inhomogenen Differenzialgleichung findet man mit ,,Variation
der Konstanten*

1 cos(x?)
y,(x)= >
Damit ist die Gesamtlosung
C 1 cos(x’
yx)= - 1),
x 2 x

Aufgabe 11

Mit der Substitution z = y* vereinfacht sich die Differenzialgleichung fiir die abhéingige
Variable y zu der der folgenden Differenzialgleichung fiir z :

Z"=2.
Losen dieser Gleichung und anschlieBende Riicksubstitution ergibt
y =x+Cx+C,.
Einsetzten des Anfangswertes y(0) =1 liefert C, =1.
Wenn y = —x+1 Tangente an die Losungskurve sein soll, so muss sicher gestellt sein, dass

die Tangente mit der Losungskurve einen gemeinsamen Punkt hat und die Steigung der
Losungskurve muss identisch mit der Steigung der Tangente sein, also »'(0) =—1.



Diese Bedingung legt C, zu C, = -2 fest.

Aufgabe 12

Die dritte Gleichung des Systems von Differenzialgleichungen erster Ordnung kann sofort
integriert werden:

1
C, -t

z(t) =

Kennt man die Losung fiir z , so konnen auch die Gleichungen fiir y und x integriert

werden.
Die Losungen sind

c, C
)= und x(¢t) = —2
y(?) C () c

17 1~
Eliminiert man den Parameter ¢ aus den Losungen, so erhédlt man x = C,z und y =C,z.

Diese beiden Ebenengleichungen definieren eine Gerade, die Schnittgerade.

Aufgabe 13

Es handelt sich um ein System von drei linearen Differenzialgleichungen 1. Ordnung.
Entsprechend stehen zwei Losungsmethoden zur Verfiigung.

a) Man leitet eine dquivalente Differenzialgleichung 3. Ordnung her, 16st sie und berechnet
aus der Losung die fehlenden Losungsbestandteile:

Mit zweimaligem Ableiten der Differenzialgleichung fiir y und Einsetzten der
Differenzialgleichungen fiir x und z findet man

YV -i+y-y=0.
Dieser Differenzialgleichung ist das charakteristische Polynom
A= +a-1

zugeordnet. Die Nullstellen der Gleichung sind 4, =1,4, = j und 4, =—.
Damit 16st

(1) =C,e' +Cre’ +Cye™

die Differenzialgleichung fiir y(¢).
Die reelle Form dieser Losung lautet



y(t)=Ce' +C,sint+C, cost.
Leitet man y nach ¢ ab, so findet man

z(t)=C,e' =C,sint + C, cost .
Fiir die Losungskurve x(¢) = z — Z findet man
x(t)=(C, +C,)cost+(C, = C;)sint.
Die Anfangswerte legen die Integrationskonstanten fest: C, =1,C, =0,C, =1.

b) Man behandelt die drei Differentialgleichungen als lineares System von
Differentialgleichungen

0 -1 1
v=A4-v ,mitv=(x,y,z)" und 4=| 0 0 1|.
-1 0 1

Die Eigenwerte dieser Matrix sind A4, =1,4, = j und 4, =—.

Die Eigenvektoren v,,v, und v, errechnet man zu

v, = (Oalal)Ta‘_"z = (j+1919j)T9‘_"3 = (l_jala_j)T-

Damit ist die Losung des Systems von Differenzialgleichungen

0 j+1 -
vi)=C|lle"+C,| 1 [ +Cy| 1 7.
1 J -J

1
Mit den Anfangswerten findet man C, =1,C, = 5= C,.

Aufgabe 14

Es handelt sich um sein System von drei linearen Differenzialgleichungen 1. Ordnung.
Entsprechend stehen zwei Losungsmethoden zur Verfiigung.

a) Die dquivalente Differenzialgleichung 2. Ordnung fiir y(¢) ist
y+4y+4y=4.

Der Differenzialgleichung ist das charakteristische Polynom



b)

A +41+4=0
zugeordnet. Die Gleichung hat die doppelte Nullstelle A Y= -2.
2

Damit 16st
y,()=Ce? +C,te™

die homogene Differenzialgleichung.
Eine spezielle Losung y, ist y,(#) =1.

Die allgemeine Losung der Differenzialgleichung ist also
y(t)=Ce™ +C te™ +1.
Es folgt
z(t)=4—y-3y=1-Ce™ —-C,e™ —C,te™.
Die Anfangswerte legen die Integrationskonstanten zu C, =0 und C, =0 fest.

Man behandelt die zwei Differentialgleichungen als lineares System von
Differentialgleichungen

-3 -1
I -1

I< o
(N

v+b ,mit v=(y,2)", ;1{ J b=(4,0)".

Die Eigenwerte der Matrix 4 sind A y = -2.
- 2

Damit bestimmt man die Losung des homogenen Differenzialgleichungssystem mit

folgendem Ansatz:
Vi vt
‘_/ — 11 12 . e—Zt )
Vo + V50!

Einsetzen des Ansatzes in das System von Differenzialgleichungen und anschlieender
Koeffizientenvergleich in Potenzen von t fiihrt zu v, = —(C, +C,),v,, = -v,, =C, und

vy, =C,.
Damit ist die homogene Losung

—(C,+C)H+Ct
\_/'h(t):( ( 1 2) lj_e—zt'
C,-Ct

1
Eine spezielle Losung ist v, (¢) = [lj

Die Anfangswerte y(0) =1 und z(0) =1 liefern C, = C, =0 und damit y(¢) = z(¢) = 1.



Aufgabe 15

a) Die charakteristische Gleichung ldsst sich iiber die Hauptunterdeterminanten berechnen:

det(4—Ald)y=2" -2 (0+0+0+0)

5 0 0 0 a 0 -b 0 -b 0 a 0 0
+ 47| det + det + det + det + det + det
0 0 —-a 0 b 0 b 0 —a 0 0 0

0 -b a 0 a -b 0O 0 -5 0 0 a
— Al det| b 0O Of+detl—a O O [+det|]O0 O a |+detf 0 0 -b
-a 0 O b 0 0 b —-a 0 -a b 0
0 0 a -—b
0 0 -6 a
+ det|
-a b 0 0
b —-a O 0

=2 +2(a* +bHV + (@’ -b*)’ =0
b) Man findet die Eigenwerte

A = j(a|+|p

)2 = =] +[p

),y = j(la|=|p

) Ay =—j(a| b))
¢) Die Differenzialgleichung 4. Ordnung ist
Yy 42 +b*)y"+a’ -b*)y=0
mit reeller Losung
y(t) = C, cos(|a| + |p|)t + C, sin(a| + b))t + C, cos(|a| - |p|)t + C, sin(|a| - |b])¢ .

d) Ist |a| =|b

, So ergibt sich
y(t) = C, cos(|a| + |p)t + C, sin(|a| + b))t + C; + C,t

als allgemeine Losung.

e) Ist b =0 so erhidlt man

y(t)=C, cos|a|t +C, sin|a|t + C3tcos|a|t +C,t sin|a|t.



